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Olimpiada Kombétare e Matematikés pér Arsimin e Mesém té Larté

Ushtrimi 1
Letéjeté f:NxN — N njé funksion i pércaktuar né ményré té tillé qé:

f(1;1)=2, f(a+1;b)=f(ab)+adhef(a;b+1)=f(ab)-b, Va, be N. Gjeni gjithé iftet
e renditur (X; y) € N*/ f (x;y)=2023 10 piké

Zgjidhje

Nisur nga natyra e funksionit t&¢ dhéné, kané vend kalimet:

f(xy)=f(x-Ly)+x-1=
=f(x=2y)+(x-2)+(x-1)=...

= f(l;y)+X(XT_1):

X(x-1
=f(Ly-1)-(y-1)+ (2 )
y(y—1)+x(x—1)

2
Por nga kushti kemi se f (1,1)=2, ndaj:

y(y—1)+x(x—l)
2 2

x(xz—l) ~ y(yz—l) = 2021 ¢ (x—y)(X+y—1) = 2x 2021 = 2x 43x 47

Véemé re se 2,43dhe 47 jané té thjeshtt dhe duke pasur parasysh se
X—y<X+y-1 VX, ye N, kemirastet gé vijojné:
. Xx—y=1dhe x+y—-1=4042 Ngaku x=y+1=2y=4042= y=2021dhe
X =2022
. xXx—y=2dhex+y—-1=2021.
Ngaku 2y =2020 = y =1010 dhe x =1012.

=2023

=f(31)-

2— =2023, prej nga:

X—y=43dhe x+y-1=94 <
. X =69

Xx=Yy+43 dhe 2y +42 =94, pra
y=26

X—y=47 dhe x+y-1=86 <
X =67
X =Yy+47 dhe 2y +46 =86, pra{
y=20

Pra giftet e kérkuara jané (x; y) € {(2022 ;2021), (1012 ;1010), (69 ;26), (67 ;20)}
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Ushtrimi 2

Jepet trekéndéshi kéndngushté AABC. Pikat D dhe F jané pérkatésisht meset e brinjéve
BC dhe AB. Ndértohet pingulia FK mbi AC. Nga kulmi B i trekéndéshit, ngrihet pingulja
BLme BC . Shénojmé me N piképrerjen e BL me FK . Provoni se gjatésia e segmentit DN
éshté sa rrezja e rrethit té jashtéshkruar trekéndéshit AABC . 10 piké

Zgjidhje

Le té jeté O gendra e rrethit té jashtéshkruar AABC (Piképrerja e pérmesoreve té trekéndéshit)
dhe R rrezja e tij.

Bashkojmé O me pikat D, F dhe N.

Mjafton t€ provojmé se katérkéndéshi BDON éshté drejtkéndésh, késhtu gqé do té kishim:
OB=DN-=R si diagonale té tij, cka pérbén dhe zgjidhjen e problemit.

Vémé re se <KNBC = <«NKC =90°, késhtu qé katérkéndéshi BCKN éshté ciklik.

Prandaj <tKNB =180° — <«BCK . Por <BOA = 2<BCAdhe OF pérgjysmore e kéndit <BOA,
késhtu gé <«cBOF = <«BCA ,prej nga marrim barazimin e vérteté:

«XFNB + «BOF = <KNB +<BCK =180°, kjo do & thoté se pikat B, O, F, N jané
koociklike. Késhtu qé <«BFO=<BNO, por «<BFO=90°, pasi OF L AB, rrjedhimisht

«BNO =90°. Megenése NB _LBC dhe OD L BC, atéhers katérkéndéshi
BDON éshté drejtkéndésh, pra provuam ¢'deshém: OB=DN=R

Zgjidhje alternative e ushtrimit 2

Vini re:

«NFB = «AFK =90° — «BAC dhe

<BNF =180° —<ABC

Megenése katérkéndéshi BCKNeéshté ciklik. Duke

pérdorur teoremén e sinusitné ABFN , kemi:
BN BF

sin(«<NFB) _ sin(«<BFN)’
N = AB cos(«xBAC)
2sin(«BCA)

nga ku

= Rcos(«xBAC) , por

BD = % = Rsin(«BAC), ndaj

ND? = BN? + BD? = R? cos? («BAC) + R?sin?(«BAC) =R, pra R=ND .
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Ushtrimi 3

Jepet ekuacioni kubik x*+ax®+bx+c=0. Dy studenté zhvillojné njé lojé¢ mes njéri-tietrit si
vijon: Si fillim studenti A duhet té ofrojé njé numér real, ndérsa studenti B duhet ta vendosé kété
numér né vend té njérit prej koeficienteve t€ panjohur né ekuacionin e dhéné. Pas tri veprimesh té
tilla, studenti A do té fitojé nése né fund pérftohet njé ekuacion, i cili ka tri rrénjé té plota dhe té
ndryshme nga njéra tjetra, né té kundért ai humbet, pra fiton studenti B. Tregoni duke argumentuar
se studenti A ka strategjiné fituese né kété lojé. 10 piké

Zgjidhje

Studenti A ka strategjiné fituese, sepse:

Shqyrtojmé polinomin x> +ax® +bx +c

Le té supozojmé se né fillim studenti A ofron numrin 0, atéheré studenti B mund té kryejé kété
veprimtari:

Rasti |: Studenti B zgjedh t& vendosé & =0, duke pérftuar polinomin né trajtén

x> +bx+C=0. Mé pas studenti A ofron numrin —(mnp)z, ku M, N, P jané numra té
ploté pozitivé, té tills ¢ m*+n° = p*.
Nése studenti B vendos qé b = —(mnp)2 , atéheré studenti A do t& ofrojé si C =0 (qé té fitojé
lojén ). Né kété rast polinomi yné merr trajtén X(X - mnp)(X + mnp) .
Nése studenti B zgjedh qé C= —(mnp)z , atéheré studenti A do t€  ofrojé
b=m’n®—n? p2 - p2m2 dhe polinomi yné merr trajtén (X +m? )(X +n’ )(X - pz) ,icilika tri
rrénjé té plota dhe té ndryshme.

Rasti Il: Studenti B zgjedh t& vendos qé b=0, né ké& rast kemi
ekuacionin x® +ax* +¢c =0

Atéheré studenti A do 1 ofrojé numrin m? (m+1)7 (m? +-m-+1)°, ku M &shté i ploté dhe
m>1.

Nése studenti B zgjedh q& a=m?*(m +1)2 (m2 +m+1)3, atéheré studenti A do té
ofrojé ¢ = —m® (m+1)8 (m2 + m+1)6 dhe polinomi do t&¢ marré  formén
(x=mp)[ x+(m+1) p][x+m(m+1)p|,ku p=m?(m+1)° (m2 +m+1)2

Nése studenti B zgjedh ¢ ¢ =m?(m +1)2(m2 +m+1)3, atéheré studenti A do té ofrojé
sia=—(m2 +m+1)2. Nése shénojmé q=m2+m+1, atéheré polinomi merr trajtén
(x+mq)[ x—(m+1)q ][ x—m(m+1)q], icili ka tri rrénjé & plota dhe & ndryshme.

Rasti lll: Studenti B zgjedh q¢ ¢ =0, atéheré studenti A do & ofrojé dy numra té ploté pér
koeficientet @ dhe b, t tilé gg ab(a—1)(b—1)#0dhe a+b =1, ndaj dhe polinomi né
kété rast merr trajén X(X—1)(Xx—a) ose X(X—1)(Xx—D), pérkatésisht me rrénjé
X, =0, X, =1, x,=adhex, =0, X, =1, X, =b

Kjo pérbén dhe argumentin e kérkuar.
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Ushtrimi 4

Jepet vargu i numrave reale pozitivé X, X,, X3, ..., X; dhe numri natyrorn, i tilé g¢n>3. Me

supozimin se ka vend barazimi L =1, provoni se
i L+ X;

O O R Fras ettt 1orie

Zgjidhje

Pér t& ruajtur simetring, supozojmé se X < X, < X3 < .S X,
Provojmé fillimisht vértetésiné e pohimit:
K,

“Pércdo i, j/ 1<i< j<n,kavend mosbarazimi:

1+x  1+x
1
Vértet: Pér N> 3dhe megenése —=1, kemi qé:
i L+ X;
1oLy L ZEXEX o XX XX > 24X X nga ku
1+% 14X, (1+x.)(1+x.)

XX; >1, prandaj \/_ \/7 \/_1+X \/71+X (\/_ \/_)( \/_) >0

1+X, 1+x (1+x)(1+x) (1+x)(1 xj) ]
késhtu qé vértet kemi AUR >—\/Z éredo i, j/ 1<i<j<
2 i <i<j<n.
8shtu qé vértet kemi se Irx L4 ,péredo i, j j
Jx X
Nga sa provuam mé sipér, kemi: 1> N2 > > NTn
X 1+X, 1+ X,

+

y ) 1 S 1 s> > 1
eqenése = <= T == 2 T
NCR CAN Y

Nga mosbarazimi i Chebyshev-it kemi:

S bl Ak "

T1+Xx o i 1+ X

Nga mosbarazimi i Cauchy-Schwartz kemi:

b SR 380 FW}” ’

Duke shumézuar té dy anét e mosbarazimit (2) me Z \/— dhe zévendésuar né

mosbarazimin (1), kemi qé'

J—_+Z«/_>”Z\/—:>ZJ_

=1

1
T , Gka donim dhe té provonim.
i= XI
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Ushtrimi 5
Njé nxénés shkruan né tabelé numrat 1000, 1001, 1002, ..., 2999 . Mé pas ai vendos té fshijé
dy numra ¢farédo a, bdhe té shkruajé né vend té tyre numrin e barabarté me %min (a, b).

Pasi ky nxénés e kryen kété veprim 1999 heré, né tabelé mbetet njé numér i vetém, le t& themi
numri C. Provoni se C € ]0, 1[ 10 piké

Zgjidhje

Mijafton té tregojmé se € <1, pasi éshté e qarté se ¢ >0.

Supozojmé fillimisht g¢ a <b, atéheré kuptohet se %min (a, b) = g. Nga ana tjetér duke

1 1 1
pasur parasysh vértetésiné e mosbarazimit 2 + b < P shqyrtojmé shumén S té té anasjelltéve

2
té numrave té shénuar fillimisht né dérraseé:

1 1 1 1
S= + + +..+——=<— ku 1dotéjeté shuma né fund.
1000 1001 1002 2999
Vémé re se pér 1<K <999 kemi; — ! 4000 4000 _ 1

=+ = > == .
2000—k 2000+k 2000°—k*  2000° 1000
Késhtu qé duke riorganizuar mbledhorét né shumén S, kemi:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 + + + + J+...+( + j+ > x1000+ ——>1
¢ 1000 \1001 2999 1002 2998 1999 2001, 2000 1000 2000

1 . .
Pra p >1<>c <1, cka donim té provonim.

Shénim: Pranohet ¢do zgjidhje tjetér e sakté, qé nuk éshté parashikuar mé lart, té cilin komisioni i vlerésimit e gjykon si té tillé.



